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Resumen

En esta nota se revisaran los fundamentos de programacién logica y el lenguaje més representativo de
este estilo de programacién: PROLOG E Se da un breve resumen de nociones preliminares como unificacién
y resolucién binaria para después pasar a la programacion logica. Finalmente se incluye parte de la teoria
o modelos de Herbrand para comprender este método para verificar la validez de férmulas en Légica de
Primer Orden o de Predicados.

1. Preliminares

1.1. Breve introducciéon a la programacion légica: caracteristicas e historia

Los lenguajes de programacion mas ampliamente usados, como C o JAvVA, forman parte del estilo o
paradigma de programacién imperativa o procedimental cuyas caracteristicas principales son:

» Un programa es una secuencia de instrucciones.

= Las principales estructuras de control son los ciclos: while, repeat, for, etc.

= Estas estructuras permiten seguir paso a paso las acciones que debe realizar un programa.
= Hay un manejo explicito de la memoria.

= La operacién de asignacién x:=a es imprescindible.

Estas caracteristicas hacen que el programa especifique cdmo se calculan los resultados.

En contraste, los lenguajes de programacién funcional como HASKELL, Lisp, SCHEME, ML y légica
como PROLOG conforman la llamada programacion declarativa cuyas caracteristicas principales son:

= Un programa es una sucesién de definiciones.
= La principal estructura de control es la recursién.
= No existen ni ciclos ni operaciéon de asignacién

s El programa especifica qué se debe calcular, es decir, las propiedades que debe cumplir el resultado o
solucion a calcular. El cdmo es irrelevante.
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La programacion declarativa es de mucho mas alto nivel ya que no tiene manejo de memoria explicito
y no se enfoca en un algoritmo que describe paso a paso las instrucciones a ejecutarse. Debido a lo ante-
rior podemos decir que los programas declarativos son elegantes matematicamente. Si bien los programas
imperativos pueden ser rapidos y especializados, un programa declarativo es mas general, corto y legible.
De esto podemos decir que es mas facil verificar si un programa cumple una especificacién o simplemente
verificar las propiedades deseables del programa. Aprender programaciéon declarativa permite a cualquier
programador(a) a desarrollar una forma de programacién abstracta, rigurosa y disciplinada que puede ser
usada ventajosamente sin importar el lenguaje de programacién utilizado. Este estilo genera programas con
una mejor ingenieria, méas faciles de depurar, mantener y modificar.

Fue alrededor de las décadas de 1920 y 1930 que Jacques Herbrand E] propuso en su tesis un método para
reducir la Légica de Primer Orden a la Légica de Proposiciones. En este método utiliza un procedimiento
para unificar formulas. Esta tesis es el fundamento de la programacién légica que modela al computo a
través de los llamados modelos de Herbrand donde:

1. el dominio de discurso es el universo formado por términos que representan objetos
2. las férmulas que involucran predicados describen un problema

En el estilo de programacion légica, las féormulas son usadas para expresar conocimiento, en particular,
son descripciones o algoritmos (recursivos) en forma de funciones parciales. Estas descripciones crean un
programa légico como un conjunto de clausulas.

Realizar computos a partir de un programa logico es obtener respuestas a partir de la informacion
descrita. Las respuestas, también llamadas metas, son exactamente las sustituciones que asocian valores
del universo de Herbrand a las variables de la meta. Asi, el significado (declarativo) de un programa y sus
respuestas estdn bien definidas a través de un modelo matemaético que ofrece el universo de Herbrand.

Lo anterior permite establecer las caracteristicas de un lenguaje de programacién légica: un lenguaje
declarativo en el que los programas constan de definiciones plasmadas en férmulas; en particular los pre-
dicados especifican informacion acerca de lo que se desea calcular, expresada mediante ciertos hechos y
reglas, es decir, al establecer relaciones que describan propiedades de la informacién.

La evaluacién de un programa en un lenguaje de programacion légica es interactiva: para activar el
mecanismo de ejecucién se necesita de una pregunta relacionada con la informacién dada en el programa,
es decir, el programa P se activa al preguntar cierta informacién C lo cual formalmente requiere verificar si
“C se sigue logicamente de P”, P }= C. En particular, un predicado no se ejecuta ni devuelve un valor como
resultado sino que se relacionan los argumentos de la funcién junto con el resultado: en lugar de “programar
una funcién” de n argumentos, se “programa un predicado” de n + 1 argumentos.

Los fundamentos del estilo de programacién logica se sirven basicamente de la l6gica de primer orden, en
particular el mecanismo de ejecucion se basa en la regla de resolucién binaria con unificacién de Robinson.
Esta regla (propuesta alrededor de 1960 por Alan Robinson) ofrece un algoritmo para unificar términos,
basado en el Teorema de Herbrand, que sirvié para la implementacién de PROLOG. El algoritmo que se
utiliza en esta nota es el de Martelli y Montanari.

El poder expresivo de la légica inspirado en la tesis de Herbrand y el proceso refinado para la resoluciéon
de Robinson, fueron usados en combinacién por Robert Kowalski, Alan Colmerauer y Philippe Roussel
alrededor de 1970 para crear el primer lenguaje de programacién légico: PROLOG.

2Jacques Herbrand (1908-1931), légico prominente que murié a la edad de 23 anos en un accidente en los Alpes.



1.2.

Légica de Predicados

En contraposicion al lenguaje de la logica proposicional que estd determinado de manera tnica, no es
posible hablar de un solo lenguaje para la légica de predicados. Dependiendo de la estructura seméntica
que tengamos en mente serd necesario agregar simbolos particulares para denotar objetos y relaciones entre
objetos. De esta manera el alfabeto de esta logica o lenguaje consta de dos partes ajenas entre si: la parte
comun a todos los lenguajes estda determinada por los simbolos logicos y auxiliares y la parte particular,
llamada tipo de semejanza o signatura del lenguaje que determina los objetos y sus relaciones.

La parte comin a todos los lenguajes consta de:

Un conjunto infinito de variables Var = {x1,...,2p,...}
Constantes logicas: 1, T

Conectivos u operadores 16gicos: —, A, v, —, <
Cuantificadores: V, 3.

Simbolos auxiliares: (, )y , (coma).

Si se agrega el simbolo de igualdad =, decimos que el lenguaje tiene o maneja la igualdad.

La signatura de un lenguaje en particular estd dada por:

Un conjunto P, posiblemente vacio, de simbolos o letras de predicado para representar relaciones:

Pi,...,Py,...

A cada simbolo se le asigna un indice [ﬂ o nimero de argumentos m, el cual se hace explicito escribien-
m . . ’ .

do Pé ) que significa que el simbolo P,, requiere m argumentos.

Un conjunto F, posiblemente vacio, de simbolos o letras de funcién para representar transformaciones
de objetos: f1,..., fn,---

Anélogamente a los simbolos de predicado cada simbolo de funcién tiene un indice asignado, fém)
significard que el simbolo f,, necesita de m argumentos.

Un conjunto C, posiblemente vacio, de simbolos de constantes para representar objetos particulares,
bien definidos: c1,...,¢cp, ...

En algunos libros los simbolos de constante se consideran como parte del conjunto de simbolos de
funcién, puesto que pueden verse como funciones de indice cero, es decir, funciones sin argumentos.

Dado que un lenguaje de primer orden £ queda determinado de manera inica por su signatura, abusaremos
de la notacién y escribiremos £ = P u F U C para denotar al lenguaje dado por tal signatura.

Términos

Los términos del lenguaje son aquellas expresiones que representaran objetos en la seméntica y su
definicién es:

s Los simbolos de constantes ¢y, ..., ¢, ... son términos.
s Las variables z1,...,x,,... son términos.
» Si f(™ es un simbolo de funcién y t1, ..., ¢, son términos entonces f(t,...,t,) es un término.

= Son todos.

3Este indice suele llamarse también “aridad”, pero dado que tal palabra no existe en el diccionario de la lengua espaiiola,
trataremos de evitar su uso.



Es decir, los términos estan dados por la siguiente gramética:
te=ax|cl| f(tr,....tm)

Y el conjunto de términos de un lenguaje dado se denota con TERM,, o simplemente TERM si es claro
cudl es el lenguaje.

Férmulas
Las expresiones o formulas atémicas estan dadas por:
= Las constantes légicas L, T.
» Las expresiones de la forma: Pj(t1,...,t,) donde t1,...,t, son términos

= Las expresiones de la forma t; = to, si el lenguaje cuenta con igualdad

El conjunto de expresiones atémicas se denotard con ATOM.
Asi el conjunto FORM, de expresiones compuestas (bien formadas) en un lenguaje £, llamadas usual-

mente férmulas, se define recursivamente como sigue:

» Si e ATOM, entonces ¢ € FORM,. Es decir, toda formula atémica es una férmula.
» Si p € FORM, entonces (—¢) € FORMg.

= Si ¢, € FORM entonces (¢ A 9), (¢ v ), (¢ — 1), (¢ <> ) € FORM.
» Si ¢ € FORM, y = € Var entonces (Vzp), (Jze) € FORM, ﬁ

= Son todas.

La gramética para las férmulas en forma de Backus-Naur es:

p u= at|(—p) [ (g AP) [ (v )| (e—=9)](p )| (Vzp) | Fze)
at = J_‘T‘P(tl,...,tm)|t1=t2

Cada lenguaje definido a partir de una signatura y conforme a la gramatica recién descrita serd un lenguaje
de primer orden.

El lenguaje de la Logica de Predicados tiene ciertas convenciones y propiedades que no se estudian en
esta nota. Para mds detalles se pueden consultar [5 [7].

1.3. Unificacion

El proceso de unificacién consiste en encontrar, dado un conjunto de literales o términos W, una susti-
tucién o de tal forma que el conjunto resultante Wo conste de un solo elemento.
En adicién a sus aplicaciones en programacién légica, la unificacién también es importante para los sis-
temas de reescritura de términos, el razonamiento automatizado y los sistemas de tipos. A continuacién
estudiamos el caso general asi como un algoritmo de unificacién junto con las definiciones de las operaciones
involucradas.

Definicion 1. Una sustitucion en un lenguaje de predicados L es una tupla de variables y términos denotada
como [x1,Z2,..., Ty = t1,...,t,]| donde

s Xq,...,T, Son variables distintas.

4En ocasiones, estas férmulas tienen otra sintaxis: Y., 3z.¢ donde el punto indica que la férmula a la derecha esta bajo la
dependencia del cuantificador correspondiente.



m {1,...,t, son términos de L.

mox; At para cada 1 <i<n
Por lo general denotaremos a una sustitucion con [T :=t].
La aplicacién de una sustitucién [# := £] a un término r, denotada r[i := £, se define como el término
obtenido al reemplazar simultaneamente todas las presencias de x; en r por t;. Este proceso de define
recursivamente como sigue:

wlt:=t] = t; 1<i<n
A7 =1] = =z siz#x;1<i<n
cfz:=t] = ¢ si c e C, es decir, ¢ constante

1

—-

fm(t, .- 1 = frtfz:=t],... . tw[Z:=1]) con f(m) e F.

Obsérvese entonces que la aplicacion de una sustituciéon a un término es simplemente una sustitucion
textual tal y como sucede en logica de proposiciones, mas importante aun, podemos ver que esta funcién
es parcial cuando se aplica a una férmula de primer orden. Para convertirla en una funcién total se debe
considerar la a-equivalencia al convenir en identificar formulas que sélo difieren en sus variables ligadas. De
esta manera, al aplicar una sustitucion no se vera modificado el significado original de la férmula.
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Definicion 2. Decimos que dos formulas p1, w2 son a-equivalentes lo cual escribimos @1 ~q @2 St Yy s6lo
si 1 Y o difieren a lo mds en los nombres de sus variables ligadas.

Las formulas a-equivalentes también son logicamente equivalentes y por lo tanto son intercambiables en
cualquier contexto o bajo cualquier operacion.

Definicién 3. La aplicacién de una sustitucion [Z := t] a una férmula @, denotada [ := t] se define como
la formula obtenida al reemplazar simultdneamente todas las presencias libres de x; en ¢ por t;, verificando
que este proceso no capture posiciones de variables libres.

—.

La aplicaciéon de una sustitucion a una férmula ¢[Z := t] se define recursivamente como sigue
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Definicion 4. Sea W un conjunto no vacio de términos. Un unificador de W es una sustitucion o tal que
|Wao| =1, es decir tal que el conjunto Wo resultante de aplicar o a todos los elementos de W consta de un
mismo elemento. Si W tiene un unificador decimos que W es unificable.



Ejemplo 1.1. Sea W = {g(z, f(y)), g(z, f(x)), g(u,v)} un conjunto de términos, entonces la sustitucién
o=[z:=a,y:=a,u:=a,v:= f(a)]
es un unificador de W ya que Wo = {g(a, f(a))}

Un conjunto de términos puede tener una infinidad de unificadores o ninguno. Dado un conjunto finito
de féormulas W, es decidible mediante un algoritmo si W es unificable o no; si W es unificable el algoritmo
proporciona un unificador llamado unificador mas general.

Definicién 5. Un unificador o de un conjunto de términos W, se llama unificador mds general (umg) si
para cada unificador T de W, existe una sustitucion ¥, tal que o) = 7.

La importancia de los unificadores méas generales es que nos permiten representar de manera finita un
nimero infinito de sustituciones.

De aqui en adelante omitiremos los paréntesis en funciones y predicados dado es claro el nimero de
argumentos de cada uno de ellos a partir de la signatura dada.

Ejemplo 1.2. Sean W = {fgazgyb, fzguv} con f3®, ¢y
T=[z:=a,z:=gaa,y = u,v =] o =[z:=gax,y:=u,v:=1].

Entonces 7 y o son unificadores de W y es facil ver que o resulta ser el umg y en particular si ¢ = [z := a
entonces o = 7.

Antes de discutir un algoritmo de unificaciéon es conveniente hacer un anélisis intuitivo del problema.
Como punto de partida, basta analizar un conjunto de dos términos digamos W = {t1,t2}, y ver si el
conjunto W es unificable. Hay que analizar varios casos:

1. Los términos t; y to son constantes.
En este caso t;o = t; para cualquier sustituciéon o, de manera que W sera unificable si y s6lo si 1 = ts.

2. Alguno de los términos es una variable.
Supongamos que t; = x, entonces si x figura en to entonces W no es unificable, en caso contrario
o = [x := to] unifica a W.

3. t1 y to son términos funcionales.
En este caso W es unificable si y sélo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

a) Los simbolos principales (es decir los primeros de izquierda a derecha), de ¢; y t2 son el mismo.

b) Cada par correspondiente de subexpresiones de ¢ y t2 deben ser unificables.

Ejemplo 1.3. Veamos los siguientes ejemplos:

» El conjunto {¢,d} no es unificable pues consta de dos constantes diferentes.
» El conjunto {z, fy} es unificable mediante o = [z := fy].
» El conjunto {gxw, hya} no es unificable pues g y h son simbolos de funcién distintos.

» El conjunto {fxgyw, fagbhw} no es unificable pues los subtérminos w y hw no son unificables.

Para el caso general en que W = {t1,...,t,} el unificador se obtiene aplicando recursivamente el caso
para dos términos como sigue:

= Hallar p umg de t1, to.
» Hallar v unificador de {topu, tsp1, ..., tou}.

s El unificador de W es la composiciéon vp.



1.4. El algoritmo de unificacién de Martelli-Montanari

A continuacién se describe el algoritmo de unificacién de Martelli-Montanari para términos [6].

Entrada: un conjunto de ecuaciones {s; = r1,..., sp = r} tales que se desea unificar simultdneamente
s; con r; para 1 <17 < k.

Salida: un unificador mas general p tal que s;pu = r;u para toda 1 < i < n.
Para unificar un conjunto de términos:
= se colocan como ecuaciones las expresiones a unificar

= escoger una de ellas de manera no deterministica que tenga la forma de alguna de las siguientes reglas
y realizar la accién correspondiente:

Nombre de la regla t) =t Accién
[DESC] Descomposicién f81...80 = ft1...1y cambiar t; = ty por {s; = t;}
[DFALLA] Desc. fallida fs1...8, =gt1...t, donde g # f falla
[EL1v] Eliminacion r=z eliminar
[SwAP] Intercambio t = = donde ¢ no es una variable cambiar por z =t
[SusT] Sustitucion x =t donde x no figura en ¢ eliminar z = ¢ y

aplicar la sustitucion [z := ¢]
a las ecuaciones restantes

[SFALLA] Sust. fallida x =t donde x figuraenty x #t falla

= el algoritmo termina cuando no se puede llevar a cabo alguna acciéon o cuando falla.
En caso de éxito se obtiene el conjunto vacio de ecuaciones y el unificador mas general se obtiene al
componer todas las sustituciones usadas por la regla de sustituciéon en el orden en que se generaron.

Observaciones: El caso en que se deba unificar a dos constantes iguales a, se genera la ecuaciéon a = a
que por la regla de descomposicion se sustituye por el conjunto vacio de ecuaciones dado que constantes se
consideran funciones sin argumentos, asi cualquier ecuacién de la forma a = a se elimina. En el caso de una
ecuacion a = b (con dos constantes distintas) falla por la regla de descomposicion fallida.

Para la unificacién de cualquier nimero de términos en un conjunto, se debe usar el algoritmo anterior
para unificar un par de ellos generando un unificador que debe ser aplicado al resto del conjunto y continuar
con el proceso tomando otros dos términos a unificar y asi sucesivamente hasta que el conjunto sélo contenga
un elemento o algtin proceso de unificacion falle.

Ejemplo 1.4. Sean f? ¢ h2) y W = {fgxhzu, fzhfyyz}. Mostramos el proceso de ejecucion del algo-
ritmo de manera similar al razonamiento de verificacion de correctud de argumentos por interpretaciones.

1. {fgxhaxu = fzhfyyz}  Entrada (ecuacion con cualesquiera dos términos de W)
2. {gx =z, hzu = hfyyz} DEsc,1

3. {z =gz, hzu = hfyyz} SwAP,2

4. {hxu = hfyygz} SUST, 3, [z := gx]

5. {z= fyy, u= gz} DESC,4

0. {u=gfyy} SusT, 5, [z = fyy]

7. %] SusT, 6, [u:= gfyy]

El unificador se obtiene al componer las sustituciones utilizadas desde el inicio:

po= lz:=gx][z:= fyyllu:= gfyyl
= [z:=gfyy,x = fyyl[u:= gfyy]
= [z:=gfyy,x = fyy,u:=gfyy]

7



Veamos ahora un ejemplo de un conjunto no unificable:

Ejemplo 1.5. Sean f®, ¢ y W = {fzyz, fygzz, faza}.

1. {fryx = fygxx} Entrada (ecuacion con cualesquiera dos términos de W)
2. {z=y, y=gr, x =2} DESC,I

3. {z =y, y=gz} ELIM, 2

4- {y = gy} SusT, 3, [SU = y]

. X SFALLA,4

Por lo tanto todo el conjunto W no es unificacble.
St por otro lado se tomara la siguiente:

1. {fryx = faza} Entrada (ecuacion con cualesquiera dos términos de W)
2. {z=a,y=2z x=a} DESC,I

3. {y = z} SusT, 2, [z := a] y ELIM

4. {} SusT,3, [y := z] y ELIM

se tiene el unificador pu1 = [z := a,y := 2] que se aplica a W para obtener W' = {fzgaa, faza} y se
continda con la unificacion:

1. {fzgaa = faza} Entrada (ecuacion con cualesquiera dos términos de W')
2. {z=a, ga =2 a=a} DEsC,I

3. {z =a, ga =z} ELiM, 2

4. {ga = a} SUST, 3, [z := a] y ELIM

5 X SFALLA,4

para finalmente llegar al mismo resultado: el conjunto no es unificable.
Para terminar enunciamos el teorema de correctud total del algoritmo.

Teorema 1 (Correctud total del algoritmo de Martelli-Montanari). Dado un conjunto finito de expresio-
nes W, el algoritmo MM termina, dando como resultado el mensaje “W no es unificable”, en el caso en que
W no sea unificable, y un unificador mds general u de W en el caso en que W sea unificable.

1.5. Unificacion de literales

El algoritmo de unificacién puede generalizarse para unificar literales (predicados) de manera sencilla
simplemente adaptando las reglas de descomposicién y descomposicién fallida considerando los casos para
simbolos de predicado de manera andloga a los simbolos de funcion.

Como ejemplo se deja al lector unificar el siguiente conjunto

W = {Qraz, Qyahy, Qrahgb}

1.6. Resolucion binaria con unificacion

La regla de resolucién binaria de Robinson, que veremos més adelante, proporciona un método sintactico
para decidir la correctud de un argumento formalizado en légica de predicados.

Si bien la idea del método de prueba resolucién es la misma que en la légica proposicional, es decir llegar
a la clausula vacia para mostrar que un argumento es correcto o que una férmula es valida, en légica de
predicados el método se complica debido a la presencia de variables. Ademas, las férmulas deben pasar por
un proceso que las convierta en férmulas en forma normal clausular para poder aplicar resolucion.

Recordemos que en logica proposicional, la clausula vacia se obtiene al resolver dos literales contrarias EL
por ejemplo p, —p. Las literales en légica de predicados son las formulas atomicas que son los predicados.

5Las literales proposicionales son férmulas atémicas, las constantes légicas o variables proposicionales o negaciones de férmulas
atOmicas.



Pero a diferencia de las literales en légica proposicional, resolver dos literales en predicados requiere de
més cuidado. Por ejemplo, el par de literales P(a,z), —P(z,b) no puede resolverse aunque tengan el mismo
simbolo de predicado pues no son contrarias estrictamente dado que no comparten las mismas variables y/o
constantes en el mismo orden.

Sin embargo en ciertos casos, como veremos después, podemos aplicar una sustitucion para unificar las
literales y aplicar resolucién. Del ejemplo anterior, se puede utilizar la sustitucién o = [z, z := b,a] para
P(a,z) y —=P(z,b) y obtener como resultado P(a,b) y —P(a,b) que ahora si son literales contrarias.

Por lo tanto la bisqueda y uso de sustituciones que permitan obtener literales contrarias serd de primor-
dial importancia para usar resolucién en logica de predicados. Esta clase de sustituciones se conocen como
unificadores y hemos visto anteriormente cémo es posible hallarlos algoritmicamente.

La regla de resoluciéon binaria es de primordial importancia para los sistemas de programaciéon légica y
razonamiento automatizado, al proporcionar un método mecanico para decidir la consecuencia logica I' - ¢,
mediante la obtencién de la clausula vacia o a partir de las formas clausulares de las formulas del conjunto

o {—p}.

La regla de resolucion para la légica de predicados toma como premisas dos clausulas C, D con variables
ajenas tales que existe una literal ¢ en una de ellas y una literal ¢ en la otra de manera que £ y ¢ son
unificables mediante un o. La regla devuelve como conclusion la disyuncion de las literales de C y D
después de eliminar las literales contrarias o y ¢'o, pero aplicando a cada una de ellas el unificador o.
Esquematicamente tenemos lo siguiente:

C=4efCivl D=gyDivl  Var(C)nVar(D)=@ o umgde {¢° ('}
(Cl \ Dl)d

En tal caso decimos que (C; v Dp)o es un resolvente de C y D.

Obsérvese que la restriccién acerca de las variables siempre puede obtenerse al renombrar las variables de
alguna de las clausulas, lo cual es valido pues las variables de una clausula en realidad estaban cuantificadas
universalmente en una forma normal de Skolem.

Ejemplo 1.6. Veamos un ejemplo sencillo:
C = Pxy v —Qax D=Rzv Qzb
Pby v Ra

en tal caso £ = —Qazx, ¢! =Qzby o =[x :=b,z := a].

Veamos ahora un ejemplo de decisién de consecuencia légica utilizando resolucién binaria:

Ejemplo 1.7. Verificar que Y23y (Cz — Py A Azy) | Vz(Cz — Jw(Pw A Azw)).
La transformacién a formas clausulares de la premisa y la negacién de la conclusién resulta en el siguiente
conjunto:

{(=Cz v Pfz, =Cz v Axfzx, Ca, —Pw v —Aaw}

La derivacién mediante resolucién es:

1. =Cx v Pfx Hp.

2. =Czx v Axfx Hip.

3. Ca Hip.

4. —Pw v —Aaw Hip.

5. Pfa Res(1,3, [z := a])
6. —Aafa Res(5,4,[w := fa])
7. =Ca Res(6,2, [z := a])
8. © Res(3,7,9)



Dado que la cldusula vacia fue obtenida podemos concluir que la consecuencia logica original es valida.

Es importante mencionar que la restriccion acerca de que las variables de las dos cldusulas sobre las
que se va a aplicar la resolucién sean ajenas es primordial para demostrar la completud refutacional, sin tal
restriccion tendriamos por ejemplo que el conjunto insatisfacible {VaxPx,Vx—P fx} cuyas formas clausulares
son {Pz, —P fx}, no permite derivar la clausula vacia, pues el conjunto { Pz, Pfx} no es unificable.

El renombre de variables nos lleva al conjunto {Py, Pfz} unificable mediante o = [y := fz] y por tanto a
la causula vacia para concluir que el conjunto es insatisfacible.

1.7. Correctud y completud refutacional
Justificamos el método de semidecisién mediante resoluciéon binaria con los teoremas correspondientes

de correctud y completud.

Dado un conjunto de clausulas I' y una clausula C decimos que C es derivable a partir de I' mediante
resolucién, y escribimos en tal caso I' - C, si C se obtuvo a partir de I' usando resolucién binaria y equi-
valencias simplificativas (eliminacién de literales repetidas bajo unificacién, proceso llamado factorizacion).
En el ejemplo anterior tenemos en particular I' -z —Ca, donde I" consta de las clausulas 1 a 4.

Teorema 2 (Correctud de la Resolucién). SiT' g C entonces T’ = C.

Demostracion. Basta observar que la regla de resoluciéon preserva validez. O

Aqui la consecuencia 16gica realmente significa VI = VC, es decir se restauran las formas normales de
Skolem usando las cerraduras universales de las féormulas.
Como corolario obtenemos la correctud refutacional:

Corolario 1 (Correctud Refutacional de la Resolucién). SiI' g o entonces I' es insatisfacible.

Este corolario es el que permite que funcione el método del ejemplo anterior. El reciproco de este teorema,
llamado completud refutacional también es cierto, aunque su demostracién es compleja y no se abordara en
esta nota.

Teorema 3 (Completud Refutacional de la Resolucion). SiI es insatisfacible entonces existe una derivacion
de la cldusula vacia I' Fx o.
2. Resolucién Binaria en Programacién Loégica

2.1. Notaciones para clausulas

Ademas de la notacion de clausulas utilizada hasta ahora, se pueden utilizar otras, aqui mencionamos
dos de ellas.

Notacién conjuntista Una notacién para clausulas utilizada por diversos autores es la notacién conjun-
tista que representa a la clausula C = ¢1 v #5 v ... v £, como el conjunto

C= {617827"'7£n}

La justificacién de esta notacion estd en el hecho de que el orden de las literales no importa, ni tampoco
el hecho de que haya literales repetidas. Esta notacién no serd utilizada para fines de esta nota.
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Notacién para programacion légica La programacion légica utiliza clausulas escritas de una manera
particular que ahora describimos.
Consideremos una clausula C de la forma

C=livlyv...v¥{,

mediante conmutatividad del operador v podemos reescribir a C' de la siguiente forma, agrupando las
literales positivas y negativas:

—Piv—Pv..v=oPvQ@QivQav...vQ

donde j + k = n, los P; y los @; son predicados, llamados atomos en programacion légica (por el momento
omitimos los argumentos o términos de cada 4tomo pues no son relevantes).
Ahora mediante las leyes de De Morgan podemos hacer la siguiente transformacion:

—'(PlAPQ/\...APj)V(Ql\/QQV...VQk)

Enseguida podemos escribir esta expresién como una implicacion:
Pl/\PQ/\.../\,F?j—)Ql\/QQ\/...\/Qk

Convenimos en sustituir las conjunciones y las disyunciones del consecuente con comas. Siempre debe recor-
darse que las comas del antecedente representan conjunciones mientras que las del consecuente representan
disyunciones.

Pl,P2>"'7Pj4’Q17Q2a"'an

Finalmente convenimos en escribir la implicacién al revés obteniendo:

Q1,Q2,...,Qr — P, P, ..., P

que es la presentacion de C en notacién de programacion logica.
En tal caso los atomos @1, Q2, ..., Q forman la cabeza de la cldusula C y los dtomos P, P, ..., P; cons-
tituyen el cuerpo de la clausula C.

2.2. Clasificacién de clausulas

Las diversas formas de una clausula C = Q1,Q2,...,Qr < P1, P,..., Pj segin sean k y j son las siguientes:

1. Sik=1y j =0, entonces C es de la forma

Q1 <

en este caso el cuerpo estd vacio y la cabeza es un 4tomo. Tal clausula se conoce como hecho.

2. Sik>=1yj=0,entonces C es de la forma

Ql)"'?Qk(_

El cuerpo esté vacio y la cabeza es una disyuncién de atomos. Esta clausula se llama clausula positiva.

3. Sik=1yj =0, entonces C es de la forma
Ql(_Pla"'an

Esta clausula se llama clausula de Horn, cldusula definida o regla.
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4. Sik>1yj=0, entonces C es de la forma
Q1,Q2,...,Qr— P, P,..., P
Este es el caso general y se llama clausula disyuntiva o clausula que no es de Horn.
5. Sik=0yj=>1, entonces C es de la forma
— P,.... P
La cabeza esta vacia. Este tipo de clausula se llama meta, objetivo o clausula negativa.

6. Sik=0yj =0, entonces C es de la forma

Esta clausula representa a la clausula vacia.

2.3. Resoluciéon binaria y programas légicos

Con la nueva notacién la regla de resoluciéon binaria se escribe como sigue:

C=Q1....QulPi,....P,
D=5S1,....8, <0 Ry,....,R,
p un umg de {¢, ¢'} Var(C) nVar(D) = @

(Ql,...,Qk,Sl,...,Sm<—P1,...,Pj,R1,...Rn),U,

Definicion 6. Un programa ldgico P es un conjunto finito de clausulas no negativas.

De ahora en adelante nos interesa hacer resoluciéon principalmente sobre programas légicos definidos,
que son aquellos que el lenguaje de programacion PROLOG maneja.

Definicion 7. Un programa légico definido P es un conjunto finito de cldusulas de Horn, es decir, un
conjunto finito de hechos y reglas.

Omitiremos el adjetivo “definido” pues no trataremos con otro tipo de programas. Obsérvese que las
metas no son nunca parte de un programa légico sino que sirven para interactuar con un programa mediante
un intérprete que se encarga de buscar la cldusula vacia mediante resolucién binaria. Veamos un par de
ejemplos.

Ejemplo 2.1 Considérese el programa para la suma de naturales, recordemos que los predicados relacionan
objetos, en este caso el predicado P(x,y, z) se lee como la suma de x, y es z.

P, = {Pz0x «, Pxsysz « Pxyz}

Queremos saber si Py = Ps0sOw es decir cuanto es 1 + 1.
El principio de refutacion y la correctud de la resolucién nos dice que basta agregar la meta «— Ps0sQw
a P, y obtener la cldusula vacia.

Px0x
Pxsysz Pxyz
Ps0sOw
Ps00z  res(2,3,[z,y,w := 50,0, sz])

1
2
3.
4
5 res(4,1, [z, z :== s0])

(I N

De manera que Ps0sOw es consecuencia de P,.. Mas atn la composiciéon de los unificadores utilizados
nos devuelve [w := ss0] que es la respuesta buscada.
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Ejemplo 2.2 Veamos ahora un programa para el producto de naturales:

Py =Py U {M0z0 —, Mszyz < Mazyv, Pvyz}

Nos preguntamos cudnto es 1 x 2, la consecuencia légica asociada es Py = M s0ssOw

MOu0
Msxyz
P.CL‘l 0131

Pxosysszo

Mzyv, Pvyz

Pxoyszo

M s0ssOw
MO0ssOv, PvssOw
P0ssOw

P0s0zo

POOZg

© 00N W

trrrrr T

—_
e

res(2,5,[z,y,z := 0, 550, w])

res(1,6, [u,v := ss0,0])

res(4,7,[z2, y2, w := 0, s0, s22]),

res(4 renombrando con [z2 := 23], 8, [z3,y3, 22 := 0,0, sz3])
res(3,9,[z1, z3 := 0,0])

Para obtener el valor de w componemos los valores necesarios de los unificadores utilizados, esto se

conoce como sustitucion de respuesta:

[w:= sz2][z2 := sz3][2z3 := 0], es decir , [w := s50]

Obsérvese que en la cldusula 6 existe un no determinismo, podemos resolver cualquiera de las dos
literales. Si hubieramos elegido resolver la segunda la derivacién sera:

7. <« MO0ssOv, PvsOzy res(
8.  «— MO0ssOv, Pv0zz res(
9. <« MO0ssOv res(
10. < res(

La sustitucién de respuesta es:

a67 [$2>y27w =, 503 SZQ])

renombrando con [zg := 23], 7, [x2, Y2, 22 := v, 0, s23])
, 8, [x1, 23 := v,v])

,9, [u, v := s50,0])

[w:= sz2][z2 1= sz3][23 := v][v:= 0], es decir , [w := s50]

En este caso se obtuvo la misma respuesta en ambos casos, sin embargo, la programacion logica es
muy sensible al orden de las cldusulas y al orden en que se eligen literales para resolver. A continuacién

ejemplificamos este fenémeno.

Ejemplo 2.3 Modificamos el programa para la suma de manera que la recursién sea en la primera variable.

P, = {POxx «, Pszysz « Pxyz}

Semanticamente los resultados deben ser iguales, y lo son, pero operacionalmente existen grandes

diferencias.

Veamos qué sucede ante la meta « Pws0ss0. La respuesta buscada es [w := s0].

1. Psxaysszas <« Pxoyszo

2 POzxx <

3. «—  Pws0ss0

4 «— Px9s0s0  res(1,3,[w,yo, 22 := sx2, s0, s0])
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En este punto hay dos elecciones para resolver 4, la regla 1 6 el hecho 2; como 1 se lista primero, se
intenta con dicha regla:

5. < Px3s00 res(1 renombrando con [zg := x3],4, [x2, Y2, 22 := sx3,s0,0])

En este punto no es posible resolver 5 y la biisqueda de < ha fallado. Regresamos al tltimo punto
donde hubo una eleccién y elegimos de manera distinta, en este caso 4 con 2:

5. — res(2,4, [z2,z := 0, s0])
La busqueda tiene éxito y la sustitucién de respuesta es [w := s0].

En el ejemplo anterior vimos que una eleccién inadecuada de una clasula para resolver puede causar que
falle la busqueda de <. Veamos ahora otro ejemplo que causa no terminaciéon de la bisqueda.

Ejemplo 2.4 Calculemos nuevamente 1 x 2, esta vez con el segundo programa para la suma

1. MOu0

2. Msxyz <«— Mazxyv, Pvyz

3. POxlxl <«

4. Psxoyssza <« Pxoyszo

5. — Ms0ssOw

6. «— MO0ssOv, PvssOQw res(2,5, [x,y,z := 0, ss0,w])

Si elegimos ahora en 6 la segunda literal para resolver como no hay informaciéon para v,w ya que
ambas cldusulas para la suma son aplicables y si elegimos la cldusula 4 obtenemos:

7. «— MO0ssOsxg, Pross0zy  res(6,4, [v,w,ys := sxa, s22, $s0])

Como se observa obtuvimos la misma segunda literal con variables renombradas. Si nuevamente ele-
gimos resolver la segunda literal de 7 con 4 obtenemos:

8. «— MO0ssOssxs3, Px3ssOz3 res(7,4 renombrando con
[22, 20 1= x3, 23], [2, 22, Y2 := 573, 523, 550])

Si seguimos usando la misma eleccion la bisqueda no terminard jamas atin cuando <« si puede ob-
tenerse. Méas aun, al cambiar la elecciéon a la primera literal de la meta la respuesta serd No pues la
meta no se puede resolver. En conclusién, un cambio en el orden de las clausulas puede causar no
terminacién o bien una respuesta negativa a pesar de que una respuesta afirmativa existe.

Obsérvese en el programa para la suma se puede interpretar el predicado para una tarea distinta a aquella
por la cual se disend. El programa fue disenado para sumar, pero también sirve para restar, el predicado
Rxyz tal que z = x — y puede programarse como:

Rxyz «— Pyzx

Esto se conoce como uso no estdndar de un programa légico y es una caracteristica exclusiva de este tipo
de programas.
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3.

Resolucion en Prolog

Iniciamos la seccion revisando la notacién de clausulas que PROLOG utiliza. Recordemos que sdlo se
permiten clausulas definidas o de Horn en donde < se sustituye por :- y cada clausula termina en punto.
Las clasulas de un programa en PROLOG tienen alguna de las siguientes formas:

= Reglas: una literal positiva y al menos una literal negativa:

P:-Q1,...,Qm.

= Hechos: una literal positiva y ninguna literal negativa:

P.

= Metas: ninguna literal positiva y al menos una literal negativa:

?_Ql')"'?Qm

Es importante observar que las metas son el medio para interactuar con un programa, el cual consta
unicamente de hechos y reglas. Més atn el simbolo ?- es el prompt de PROLOG.

PROLOG usa una versién especial de la regla de resolucién binaria, esta version especificamente se adapta
a programas con cldusulas de Horn. En un cémputo en PROLOG tenemos un programa légico P y una clausula
meta C que expresa el problema que queremos resolver o méas bien la informacién que queremos confirmar a
partir del programa. En la versiéon de resoluciéon implementada en PROLOG, una de las dos clausulas que se
resuelven debe ser siempre la cldusula meta, y el resolvente siempre se convierte en la nueva clausula meta,
esto se llama resolucién lineal. Detalladamente se procede como sigue:

1.

2.

Se tiene dada una clausula meta 7- Gq,...,Gp.
Buscar en el programa una clausula o una variante de una clausula P:- Qq,...,Q, tal que

= (71 se unifica con P.

» 4 es el unificador mas general de {G1, P}

si no hay tal clausula terminar con falla.

. Reemplazar G1 con Q1, ..., Qn.

. Aplicar p al resultado, obteniendo

?- Qlﬂa s 7@71“7 G?M: SRR Gk,u

. Si el resultado es la cldusula vacia o (que en PROLOG se ve como 7- ) entonces terminar, reportando

éxito y devolver como solucién la composicion de todos los unificadores p aplicados a las variables de
la meta original.
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3.1. Resolucién SLD

Primero, se toma la clausula meta y se elige una de sus literales. En principio podemos seleccionar
cualquier literal, pero PROLOG siempre elige la literal mas a la izquierda de la clausula meta. Este proceso
se conoce como resolucion con funcion de seleccion. La funcion de seleccion de PROLOG, al aplicarse a
una sucesion de expresiones, siempre devuelve la que estd mas a la izquierda, es decir, la primera. Mas
aun, para seguir resolviendo siempre se utiliza la meta actual obtenida mediante el proceso anterior, es
decir, estd prohibido hacer un paso de resolucién sin involucrar a la meta actual, esta restriccion se conoce
como resolucion lineal. De manera que la combinacién se conoce como resolucién lineal con funcién de
seleccién o SL-resolucién. Por lo tanto, dado que sélo se permiten cldusulas definidas, el método particular
de resolucién implementado en PROLOG se conoce también como SLD-resolucién (en inglés Selected, Linear,
Definite resolution).

El segundo paso, después de seleccionar una literal de la cldusula meta, es buscar en el programa una clausula
cuya cabeza se unifique con la literal seleccionada (ésta también se conoce como submeta). El resolvente de
la meta con la clausula que seleccionamos es el resultado de:

a) Eliminar la literal elegida de la clausula meta.
b) Reemplazarla con el cuerpo de la cldusula del programa.

c¢) Tomar el unificador de la meta y la cabeza de la cldusula elegida en el programa y aplicarlo a la meta
recien derivada.

Obsérvese que si resolvemos la meta con un hecho, entonces no se reemplaza con nada (puesto que los
hechos son clausulas sin cuerpo). Esto es, simplemente removemos la submeta de la meta. Cuando la meta
finalmente es la clausula vacia, entonces hemos reducido la meta original a una coleccién de hechos, y por
lo tanto hemos terminado, probando asi la meta original, solo resta tomar las variables que figuran en la
meta original y el resultado de aplicar a estas variables la composicion de los unificadores que hemos usado
durante el computo nos da la respuesta esperada.

Ejemplo 3.1. Considérese el siguiente programa, que representa a la operacién de suma en los nimeros
naturales mediante la funcién sucesor s(X).

suma (0,X3,X3).
suma(s(X2),Y2,s(Z2)) :-suma(X2,Y2,Z2).

Supodngase que queremos saber cuanto es 1 + 2, la pregunta correspondiente es:
?- suma(s(0),s(s(0)),X1).

Sélo hay una literal en la clausula meta, asi que la selecciéon es tinica. Esta submeta se unifica con la cabeza
de la regla del programa. El unificador més general es:

w=[X2:=0,Y2 :=s(s(0)), X1 := s(Z2)]
Por lo tanto nuestro resolvente sera la proxima clausula meta:
: —suma(X2,Y2,Z2)u.

0, haciendo la sustitucién,
: —suma(0, s(s(0)), 22).

esta meta se puede resolver con el hecho del programa con la sustitucion

7 =[X3:=5(s(0)), 22 := 5(s(0))]

16



La respuesta a la meta original es la aplicaciéon de la composiciéon de las sustituciones encontradas a las
variables de la meta original, Esto es:

Xapt = s(Z2)1 = s(s(s(0))).

Es decir, X7 = 3 que es la respuesta esperada.

3.2. Arboles asociados a un programa légico

Definiciéon 8. Una SLD-derivacio’nE] A es un darbol potencialmente infinito que consistente de
metas Go, G1,...,Gy, cldusulas de programa Cy, . ..,Cp y unificadores po, ..., 1 tales que:

» Para toda n, Gpy1 es un SLD-resolvente de Gy, y Cn, via el umg .

s Las variables que figuran en Ch4+1 no figuran en ninguna de las cldusulas Gy, . ..,Gn,Co,...,Cn ni en
las sustituciones pg, . . ., fbi-
Si la derivacion A es finita digamos Gy, . ..,G; decimos que i es la longitud de A.

Definicién 9. Sean P un programa logico y G una meta. Una SLD-refutacion para P U {G} es una SLD-
derivacion finita A con metas Gy, . ..,Gy y cldusulas de programa Cy, . .., Cy, tal que:

» Go=GyG,=n.
= Para toda 1 < i < n, C; es variante de alguna cldusula de P.

Definicion 10. Un drbol de prueba es un drbol binario que tiene en los nodos metas o cliusulas de programa
y se construye mediante aplicaciones de la regla de resolucion binaria:

st Cr es la clausula resolvente a partir de la cldusula de programa C' y de la meta G entonces el darbol tendra
a Cr como hijo de C y G.

Definicion 11. Un drbol de busqueda es un drbol n-ario posiblemente infinito cuyos nodos tienen metas
exclusivamente y donde el hijo de un nodo G es la nueva meta G1 obtenida a partir de G y de una cldusula
de programa C mediante resolucion binaria.

Este arbol muestra todos los caminos que recorre el intérprete en la busqueda por la clausula vacia o.
Aquellas ramas finitas que terminan en la clausula vacia o se llaman ramas de éxito, las que terminan en
una cldusula no vacia se llaman ramas de fallo.

Una SLD-derivacion se presenta como un arbol n-ario finito o infinito, llamado arbol de resoluciéon SLD.
Adicionalmente el arbol de bisqueda de una meta es un arbol no necesariamente binario cuyos nodos son
metas exclusivamente. Los hijos de un nodo son las metas obtenidas al resolver la meta del nodo actual con
alguna de las cldusulas de un programa légico. Las ramas pueden ser infinitas, en cuyo caso el proceso de
busqueda de o se cicla; si son finitas hay de dos tipos, las que se llaman ramas de éxito cuando terminan en
o o las ramas de falla en otro caso.

Ejemplo 3.1 Considera el siguiente programa que describe tres propiedades bésicas (P, @, R) y una cuarta
que depende de las tres anteriores:

i)

a).
b).

o

a).

(a)
(b)
()
(b).
(b)
(X):—P

R ol

b).

6. S(X (X),Q(X),R(X).

Esta derivacién también se llama (en inglés) SLD-resolution tree o SLD-tree.
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Analizaremos tres arboles diferentes:

» La meta ? — S(W) busca obtener los elementos que cumplen con la propiedad S, para ello se
calcula el arbol SLD.

» Por otro lado, el arbol de la derecha para la meta 7—S(Y") busca obtener una derivacién particular,
en este caso es una que no obtiene la cldusula vacia y por lo tanto no tiene éxito.

s Y el tercer arbol es una SLD refuctaciéon para la misma meta, es decir que si tiene éxito al
encontrar la clausula vacia.

De estos arboles, los de las figuras 2 y 3 son subarboles del primero.

?— S(W).
6 [W := X]

7 — P(X),Q(X), R(X). /
?—Q(a), R(a). 7 —Q(b), R(b). /

3 4 ?— Q(a). R(a). Q(a)
? — R(a) ? — R(b) /
6 7= R(a)
Figura 1: Arbol SLD para la meta ? — S(W). Figura 2: SLD derivacién para 7 — S(Y)
7=5(Y). S(X) : —=P(X), Q(X), R(X)
[ P(X)7Q(X)7R()()/ P(b)

Figura 3: SLD refutacién para ? — S(Y).

Ejemplo 3.2 Considera el siguiente programa que describe el estilo de programacién en el que esta basa-
do un lenguaje de programacion y los gustos de algunas personas por ciertos estilos. El arbol SDL
corresponde a la meta 7 — likes(X, scala).
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based(prolog, logic).
based(java, object).
based(haskell, functional).
based(scala,object).
based(scala, functional).

A

likes(max, logic).

likes(hugo, object).

likes(claire, functional).
likes(X,L) : —based(L,Y),likes(X,Y).

© N>

? — likes(X, scala).

9 [L := scala]

7 — based(scala,Y), likes(X,Y).
4 [Ymnctional]
7 — likes(X, object). 7 — likes(X, functional).

7 [X := hugo] 8 [X := claire]

o ? —based(object,Y), likes(X,Y). o

4. Semantica de programas logicos

Una parte importante de cada paradigma de programacién es la semantica, por medio de la cual se le da
significado a un programa, situacién que nos permite describir formalmente lo que éste calcula. Al inicio de
esta nota mencionamos una ventaja de la programacién declarativa: la elegancia matemaética resultado de
la descripcién del programa mediante enunciados precisos, asi el significado del programa es claro y facilita
su verificacién.

En esta seccién trataremos brevemente con dos clases de seméntica para programas légicos: la declarativa
y la procedimental u operacional.

Comencemos observando que una cldusula P :- Q1,Q2,...,Qn de PROLOG tiene una interpretacion
declarativa y una interpretacién procedimental:

= Declarativa: P es valida si Q1 y Q2 y ...y @, son validas.
La interpretacién declarativa permite discutir la correctud de la clausula.

» Operacional: Para ejecutar (probar) P basta ejecutar Q1 y Q2y ...y Qn.
La interpretacién operacional permite considerar a la cldusula como la definicién de un proceso. Esta
semantica Se genera con la ejecucion del programa mediante las estrategias de control del intérprete
de PROLOG.

Una pregunta importante es si ambas interpretaciones generan la misma informacion, para contestarla
necesitamos hablar del concepto de respuesta de manera formal.

Definicién 12 (Respuesta). Sean P un programa légico y G = %- Gi,...,Gy una meta. Una respuesta
para P U {G} es una sustitucion o tal que Var(Gr) u...u Var(G,,) € dom(o), es decir una sustitucion que
incluye a las variables de G.
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Definicién 13 (Respuesta correcta). Decimos que una respuesta o para P U {G} es correcta si P = Gio
para toda 1 < i < m, o equivalentemente si VP =V ((G1 A ... A Gp)o).

Recordemos que Y denota a la cerradura universal de ¢ obtenida cuantificando universalmente todas las
variables libres de ¢. Andlogamente VP se obtiene de IP al cuantificar universalmente todas las variables de
cada una de sus cldusulas. Intuitivamente una respuesta correcta para PU{G} corresponde a una consecuencia
l6gica particular del programa, y es entonces una significado declarativo del programa.

Ejemplo 4.1 Considérese el programa
P — {ma(0, suc(X)), ma(sue(Y), suc(X) - ma(Y, X)}.
Entonces o = [Y := suc(suc(0))] es una respuesta correcta para ? —mgq(0,Y") pues

VP = mq(0,Y)[Y := suc(suc(0))]

Definicién 14 (Respuesta computada). Sean P un programa légico y G una meta. Una sustitucion o es
una respuesta computada para P U {G} si y sdlo si existe una rama de éxito en el drbol de SLD-resolucion
(o drbol de bisqueda) de longitud n con unificadores mds generales g, ..., pn—1 de tal forma que o =

B - - - Pn—1Var(Q)

Es decir o es una respuesta computada para P U {G} si y s6lo si o es la restriccién de la composicién de
los unificadores de una rama de éxito en el arbol de SLD-resolucién para P u {G}.

Intuitivamente una respuesta computada corresponde al resultado del proceso de inferencia por parte
del sistema. Las respuestas computadas son aquellas que el intérprete de PROLOG devuelve al usuario.

Ejemplo 4.2 Si P = {p(a), p(b), q(a), r(f(X)):- p(X),q(X)} entonces tenemos la siguiente rama de éxito
en el arbol de SLD-resolucién para la meta G = 7- r(X):

?—r(X).

1. p(a). Hip. [X := f(W)]
) i 2 (W) ().
4. r(f(Y)):-p(Y),q(Y). Hip. w ;—N:— 8]
5 7-r(X) Meta
6. 7-p(Y),q(Y) SLDRes(4,5,[X := f(Y)]) ?—q(a).  7—q(b).
7. 7-q(a) SLDRes(6,1,[Y :=a))
8. o SLDRes(3,7)

o. falla

La composicién de los unificadores es [X := f(a),Y := a] de manera que la sustitucién [X := f(a)]
es una respuesta computada para P u { 7- r(X)}.

El significado de un programa légico se debe dar mediante sus respuestas, intuitivamente el significado
es el conjunto de respuestas. Por ejemplo el siguiente programa P, implementa la bisqueda de caminos en
una grafica:

edge(a,b).
edge(b,c) .
edge(b,d) .
edge(c,d).
edge(e,f)
path(X,X).
path(X,Y) :- edge(X,Z),path(Z,Y).
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De manera que el significado intensional de P es el conjunto de todos los caminos posibles (especificando
todo los vértices del camino) en la gréfica. Pero recordemos que la programacién légica tiene un uso no
estandar, por ejemplo el programa para concatenar dos listas, sirve también para descomponer una lista en
dos partes. Por lo que con esta definicién informal no es tan claro cudl es el significado. Més atn, dado un
programa logico P, podemos asignarle dos significados:

= Significado declarativo: el significado de un programa logico P es el conjunto de todas las consecuencias
légicas del programa, nocién asociada a la de respuesta correctas.

= Significado operacional: el significado de un programa légico P es el conjunto de todas los éxitos del
programa, nocién asociada a la de respuesta computada.

Por supuesto que el significado deberia ser tinico, pero no es claro que las dos nociones recién enunciadas
sean equivalentes. De los ejemplos anteriores se observa que una respuesta correcta también es una respuesta
computada y viceversa, jes esto valido en general?, es decir ;Toda respuesta correcta puede computarse? y
. Toda respuesta computada es correcta? esto ayudara a probar que las dos seméanticas coinciden.

Resulta que en efecto ambos conceptos resultan equivalentes de cierta manera. Los enunciados formales
para esta equivalencia, asi como su demostracién requieren de conceptos como los modelos de Herbrand o
sintacticos.

5. Universo y Modelos de Herbrand

Definicién 15 (Universo de Herbrand). Sea £ un lenguaje de primer orden. El universo de Herbrand de L
se define como el conjunto Hp de los términos cerrados de L. Es decir

He ={t|t es un L-término cerrado }

Ejemplo 5.1.
1. Si £y = {a,b,PM, QMW RP} entonces Hp, = {a,b}

2. Si Ly = {c,a, fV), g, PM} entonces
He, = {c,a, f(c), fa), g(c), g(a), f(f(a)), f(g(a)), F(f(c), f(g(c)), 9(9(a)), g(g(c)), ...}

Obsérvese que si el lenguaje NO contiene simbolos de funcién entonces el universo de Herbrand es finito
y es simplemente el conjunto de simbolos de constante. Por otro lado si el lenguaje contiene al menos un
simbolo de funcién y un simbolo de constante el universo de Herbrand se vuelve infinito. Si en un lenguaje
no hubiera constantes se agrega una para poder formar el universo de Herbrand.

Definicién 16 (Base de Herbrand). Sean £ un lenguaje y He su universo de Herbrand. La base de Herbrand
Br de L se define como el conjunto de formulas atémicas cerradas, es decir, el conjunto de formulas atomicas
cuyos argumentos pertenecen al universo de Herbrand de L.

Ejemplo 5.2. Con respecto a los lenguajes del ejemplo anterior se tiene
1. Bz, = {Pa, Pb,Qa, Qb, Raa, Rbb, Rab, Rba}

2. Bg, = {Pc,Pa,Pfc,Pfa,Pgc,Pga,Pffa,Pfga, Pffc, Pfgc, Pgga, Pggc, ...}

En particular nos interesara construir el universo y base de Herbrand de un programa légico, definidos
como sigue:
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Definicion 17. Dado un programa logico P definimos el universo Hp y la base de Herbrand Bp de P como:
Hp =def He) Bp =def Brp)

donde L(P) es el lenguaje de los simbolos de constante, funcion y predicado que figuran en P.

Ejemplo 5.1 Si P = {nat(0)., nat(s(X)) - nat(X).} entonces L(P) = {nat™™,0,sM} y

Hp = {0,5(0),s(s(0)),...}  Bp = {nat(0),nat(s(0)),nat(s(s(0))),...}

Ejemplo 5.2 Si P es el programa légico para caminos en una gréafica (como en la nota 11) entonces el
lenguaje de P es L(P) = {a,b,c,d,e, f, edge(Q),path@)} y Hp = {a,b,c,d,e, f}

Bp = {edge(a, a),edge(a,b) ..., edge(f,e), edge(f, f),path(a, a), path(a,b) ..., path(f,e), path(f, f)}

Definicién 18 (Interpretacién de Herbrand). Decimos que una interpretacion M = (M,T) de un lenguaje
dado L es una interpretacion o modelo de Herbrand si y sélo si se cumple lo siguiente:

1. M =H, es decir, el universo de M es el universo de Herbrand de L.

2. Para todo simbolo de constante c, se cumple Z(c) = c.

3. Para todo simbolo de funcion ), se cumple Z(f(t1,... tn)) = f(t1,... tn).

4. Para todo simbolo de predicado P™ es un subconjunto de PN Hy

Obsérvese que en una interpretacién de Herbrand los simbolos de constante y de funcién se interpretan
como ellos mismos y que lo tinico que no estd determinado es la interpretacién de los simbolos de predicado
por esta razén a los modelos de Herbrand tambien se les llama modelos sintacticos.

5.1. Representaciéon de modelos de Herbrand

Una manera util de representar modelos de Herbrand es mediante subconjuntos de la base de Herbrand
del lenguaje en cuestion. Dado un modelo de Herbrand M, representamos a M mediante el subconjunto
By € By de aquellas féormulas atémicas que son verdaderas en M. De esta manera, si la base es finita, es
posible construir todos los modelos de Herbrand, y en el caso en que la base es infinita el niimero de modelos
de Herbrand también, pero pueden enumerarse efectivamente como subconjuntos de la base.

Ejemplo 5.3 Si £ = {a, P, QM} entonces
He =A{a} Br={Pa,Qa}
y existen cuatro interpretaciones o modelos de Herbrand para L:

1. Mj tal que My = Pay M; = Qa
2. My tal que My = Pay Ms b= Qa
3. M3 tal que M3 = Pay M3 = Qa
4. My tal que My b= Pay My = Qa

Cada modelo corresponde a un subconjunto B4, de la base como sigue:

1. Bmy, = B = {Pa, Qa} representa a M
2. By, = {Pa} representa a My
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3. Bm, = {Qa} representa a M3z
4. Bpy, = @ representa a My

Dado que cada subconjunto de B < B, determina de manera tunica a un modelo de Herbrand M,
identificamos a M con B. Por ejemplo, el modelo My del ejemplo anterior, se define como My = {Pa}.

Con esta idea en mente, si deseamos verificar que una férmula atéomica A es verdadera en M basta ver
que A € By

El siguiente lema nos dice como se evaluan los términos en una interpretaciéon de Herbrand:

Lema 1. Sean L un lenguaje, M = (M,Z) una interpretacion de Herbrand para L, t un término con
variables x1,...,xy, y v un estado de las variables tal que v(x;) = r; donde r; € Hyp es decir, r; es un
término cerrado, para cada 1 <1 < n. Entonces:

Z,(t) =tlxy :==11,...,2p = 1p]
En particular si t es un término cerrado entonces I, (t) =t
Demostracién. (Por induccién sobre los términos). Ejercicio. O

El lema anterior nos dice que la interpretacion de términos en un modelo de Herbrand coincide con
aplicar una sustitucion al término y que los términos cerrados se interpretan como ellos mismos.

6. El Teorema de Herbrand

El teorema de Herbrand es esencial para describir la seméntica de programas loégicos, a continuacién lo
estudiamos con detalle.

Definicion 19. Sean L un lenguaje y KC un conjunto de L-formulas cerradas y universales. El conjunto de
instancias cerradas po o cerraduras universales, donde Vx1...Vr,p pertenece a K, se llama conjunto de
instancias cerradas de KC y se denota IC(K).

A continuacién presentamos el Teorema Cléasico de Herbrand enunciado de forma adecuada a nuestras
necesidades.

Teorema 4 (de Herbrand). Sean £ un lenguaje con al menos una constante y K un conjunto de L-
enunciados universales. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. K tiene un modelo.

2. K tiene un modelo de Herbrand.

3. IC(K) tiene un modelo.

4. IC(K) tiene un modelo de Herbrand.

Demostracion. Debido a que todo modelo de Herbrand es un modelo, las implicaciones b = a y d = ¢ son
triviales.

La validez universal de la férmula Yz ...V, — @{z1/t1,...,z,/t,} hace inmediatas a las implicaciones
a = cy b= d. Asi que basta probar la implicacién ¢ = b.

Sea M un modelo de IC(K). Definimos una estructura de Herbrand N' = (H,Z), para lo cual basta decir
como se interpretan los simbolos de predicado, puesto que por definicién los simbolos de constante y de
funcidén se interpretan como ellos mismos. Si P es un simbolo de predicado n-ario, entonces definimos:

PN = {(t1,...,ty) | M= P(t1,...,t,)}
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Obsérvese que, por construcciéon de N, se cumple que:
M E P(ty,... t,) siysolosi N | P(ty,...,t,)

es decir, M y N validan a las mismas férmulas atémicas cerradas. Dicho resultado se puede extender a
cualquier formula cerrada libre de cuantificadores mediante induccién sobre férmulas (ejercicio E)

Por tltimo veamos que A es modelo de K. Sea Vzi ...Vx,p una formula de K. Queremos demostrar que
N = V... Va,p, lo cual es equivalente a mostrar que para cualesquiera ti,...,t, € He, N E @[z :=
t1,...,2Tp := ty]. Pero esta ultima afirmacién es equivalente, por lo recién observado a que para cualesquiera
ti,...ytn € Hey, M E ol = ti,...,x2, = t,], lo cual es cierto puesto que [z = t1,..., 2, = t,]
pertenece a IC(K) y por hip6tesis, M es modelo de IC(K). De manera que N = Va1 ...V, por lo que
N es un modelo de Herbrand de K. O

Es importante observar que el teorema de Herbrand sélo es valido para enunciados universales. Por
ejemplo si K = {Pa,3x—Pz} entonces K es un conjunto de férmulas cerradas pero no universales y cla-
ramente tiene un modelo, digamos M = {0,1} con Z(a) = 0 y PM = {0}, pero K no tiene un modelo de
Herbrand pues el universo de Herbrand es H, = {a} de manera que los tinicos modelos de Herbrand son los
representados por @ que corresponde a una interpretacion donde Pa es falsa y por lo tanto no es modelo de
IC; y el representado por {Pa} que tampoco es modelo de K pues Jz—Px es falsa.

Dado que las cldusulas son enunciados universales, se tiene el siguiente
Corolario 2. Sea C un conjunto de cldusulas de Horn. Las siguientes condiciones son equivalentes:

s C tiene un modelo.
= C tiene un modelo de Herbrand.

En lo que resta de esa nota presentamos algunos resultados seméanticos para programas légicos de Horn.

6.1. Sematica declarativa de programas légicos

Debido a las formas de sus clausulas, un programa légico [P siempre tiene un modelo en particular debido
al teorema de Herbrand basta estudiar los modelos de Herbrand del programa P. El significado declarativo
del programa P consiste de todas las consecuencias logicas de P y puede representarse con un modelo
particular llamado el modelo minimo de Herbrand de P.

Construir la base de Herbrand de P es importante debido a la siguiente

Proposicion 1. 57 P es un programa logico entonces P tiene un modelo de Herbrand

Demostracion. La base de Herbrand Bp representa al modelo que hace verdaderas a todas las féormulas
atomicas del lenguaje lo cual implica que todas las cldusulas de PP son verdaderas debido a su forma (hechos
o reglas). O

De manera que cualquier programa légico tiene al menos un modelo de Herbrand, enseguida veremos
que existe un modelo de Herbrand minimo con respecto a la contencién.

Proposicion 2. Sea P un programa logico. P tiene un modelo de Herbrand minimo Mp definido por:

Mp = ﬂ{./\/l | M es modelo de Herbrand de P}

"Hay que probar el siguiente

Lema 2. Si ¢ es un enunciado sin cuantificadores entonces M |= ¢ syss N |= .
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Demostracion. Sabemos que P tiene al menos un modelo de Herbrand representado por la base de Herbrand
Bp. Es facil ver que si M1, M3 son modelos de Herbrand de IP su interseccién también lo es. De manera que
el modelo minimo de Herbrand Mp esta bien definido. O

Proposicion 3. Sea P un programa ldgico. El modelo de Herbrand minimo Mp se representa con el conjunto
de dtomos que son consecuencia logica de P. Es decir,

Mp ={AeBp |PE A}

Demostracion. <). Sea A € Mp. Veamos que P |= A. Si esto no sucediera entonces P u {—A} tendria un
modelo y por el teorema de Herbrand tendria un modelo de Herbrand A. Pero entonces como N = —A
mos que A ¢ N pero por minimalidad Mp € N y entonces también A € N lo cual es absurdo.

D). Sea A tal que P = A. Queremos ver que A € Mp. Como Mp es modelo de Py P = A entonces Mp = A,
es decir, A € Mp.

Dado que Mp contiene exactamente a todos los d&tomos que son consecuencia légica de P entonces este
modelo corresponde realmente al significado intensional o estandar de P. Es decir, la seméntica declarativa
de P estda dada por Mp.

6.2. Procedimiento para hallar el modelo minimo de Herbrand

Desde el punto de vista puramente matematico la seméntica declarativa de un programa légico ha
quedado definida mediante el modelo minimo. Sin embargo, en la practica no es claro como construir
directamente a Mp, pues su definicién involucra a una interseccién generalmente infinita. A continuaciéon
veremos que existe una manera mecanica para construir el modelo minimo.

Definicion 20. Dado un programa légico P, el operador de consecuencia inmediata Tp se define como sigue
Te(K) ={PeBp|P:Q,...,Qn es instancia cerrada de una cldusula de P y Q1,...,Qm € K}

donde K C Bp.

Definicion 21. Sea P un programa ldégico. Definimos las iteraciones del operador de consecuencia inmedia-
ta Tp para KK € Bp recursivamente como sigue:

To(k) = K

=

h

=
I

To(Tn(K))

7;(70 = Uf:oﬁz(lo

El modelo minimo de Herbrand de un programa légico puede obtenerse mediante las iteraciones del
operador de consecuencia inmediata iniciando en el conjunto vacio, como lo asegura la siguiente

Proposicién 4. Sean P un programa légico y Mp su minimo modelo de Herbrand. Entonces Mp = T,(9).
Veamos un ejemplo.
Ejemplo 6.1 Sea P el siguiente programa {p(X,a):- ¢(X). p(X,Y) - ¢(X),r(Y). g(a). r(b). q(b). r(c).}

» El lenguaje de P es L(P) = {a,b, ¢, p'?, ¢, r(1)}
» El universo de Herbrand de P es Hp = {a, b, ¢}
» La base de Herbrand de P es

By = {q(a), q(b), a(c),r(a),r(b),r(c), p(a, a), p(a,b), p(a, c), p(b, a), p(b, b), p(b, ¢), p(c, a), p(c, b), p(c, ¢)}
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El modelo minimo de Herbrand de P es:

. To2) =2

),p(a,b),p(a,c),p(b,b),p(b,c)}

<
—
)
~—
=
—
8
S
~
=
—
S

En el paso n = 3 la sucesién se estabiliza y concluimos

MIP’ = 72.1(@) = {Q(a)7 T(b), Q(b)v T(C),p(a, a),p(b, a),p(a, b),p(a, C),p(b, b),p(b, C)}

6.3. Sematica operacional de programas légicos

El significado operacional de un programa logico consiste en los resultados obtenidos al ejecutar el

programa.

Definicion 22. FEl conjunto de éxito de un programa légico P se define como

Ep ={A€Bp|Pu{7-A} tiene una SLD-refutacién }

La semantica operacional del programa P se define como el conjunto de éxitos Ep. Veamos un ejemplo

Ejemplo 6.2 Sea P el siguiente programa {p(f(X)):- p(X)., p(a)., q(b).}. Entonces

El lenguaje de P es L(P) = {a,b,pM), M), fD}
El universo de Herbrand de P es Hp = {a,b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(D)),...}
La base de Herbrand de P es

Bp = {p(a),p(b), Q(a)7 Q(b)7p(f(a))7p(f(b)>v Q(f(a)>7 Q<f(b))7 . }

Claramente las metas 7—p(a). y 7—q(b). tienen una SLD-refutacién por lo tanto pertenecen a Ep.

La meta ?7—p(f(a)). tiene éxito pues tenemos una SLD-refutacién a partir de las instancias
p(f(a)):- p(a). y p(a). de las cldusulas del programa.

Similarmente podemos verificar que ?—p(f™(a)). tiene éxito para cualquier n > 0. Mas ain si
una meta es éxitosa entonces es de esta forma (salvo 7 — ¢(b)).

Por lo tanto el conjunto de éxitos es:

& = {p(a),q(0)} v {p(f"(a)) [ n =1}

7. Equivalencia de ambas semanticas

Finalmente observamos la equivalencia de ambas semanticas. Esta equivalencia es corolario de ciertos
resultados tedricos que dependen del teorema de Herbrand.

Proposicion 5. Sea P un programa ldgico definido. La semdnticas declarativa y operacional para P coinci-
den. Es decir,

Mp = Ep

De manera que toda consecuencia logica atomica de P es un éxito de P y viceversa, todo éxito G € Ep es
consecuencia logica de P, es decir, cumple P |= G.
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8. Incompletud e Incorrectud de Prolog

Debido a que las implementaciones de PROLOG no verifican las presencia de una variable en un término
en la unificiacién de {X,t} las propiedades de correctud completud no son validas como lo muestran los
siguientes ejemplos:

s Incorrectud: PROLOG contesta que true a una meta que no es consecuencia logica del programa:
test - p(X,X).

p(Y,£(Y)).

7- test.
true.

7- p(X,X).
X = £f(X).

= Incompletud: en el siguiente ejemplo q es consecuencia légica del programa pero PROLOG se cicla y
queda sin recursos sin poder contestar afirmativamente.

R Q3T T
R

>

7~ q.

ERROR: Out of local stack
Exception: (4,193,042) p ? abort

% Execution Aborted
?—
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